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Es wird bewiesen, dM~ Perimeterkoordin~ten fiir Vierteilchensysteme nicht existieren. 

It is shown that perimetric coordinates for four particles do not exist. 

On montre que les coordonn6es p6rim6triques n'existent pas pour un syst@me s 4 parti- 
eules. 

Einleitung 
Perimeterkoordinaten ffir Dreiteilchensysteme sind seit langem bekannt. Die 

erste Verwendung geht auf JAMES und COOLIDGE [1] zurfiek. Interessant wurde 
die Einffihrung jedoeh erst, als P]~KERIS [2] mit ihrer Hilfe die Korrelation der 
beiden Heliumelektronen relativ einfaeh erfassen konnte. Die Idee basiert darauf, 
dab die Abstande r 1, r 2, r n dreier Teflehen nieht unabhangig voneinander sind, 
sondern die sogenannten ,,Dreiecksungleichungen" erfiillen miissen. Ffir den Fall 
dreier Teilehen kann man diese Relationen zur Definition yon drei unabh~ngigen 
Koordinaten verwenden, deren Wertebereieh yon Null bis Unendlich geht: 

1 u 1 =  r~+r2-rn r I = ~ ( u l + u ~ )  

u ~ =  r l -  r2+  r12 % = �89  u3) (i) 
U 3 - - -  r 1 +  r 2 +  r12 r12 = �89 2 +  u3) �9 

]:{~ASIEL und KARL [3] haben sich kiirzlich mit dem Problem befaSt, Perimeter- 
koordinaten ffir Vierteilchensysteme zu finden. Sie stellten an die Transforma- 
tionsmatrix B, die durch 

{r} = B {u} (e) 

definiert ist, gewisse, fiir die Existenz yon Perimeterkoordinaten notwendige Be- 
dingungen. Da sie keine entsprechende Matrix fanden, glaubten sie vermuten zu 
dfirfen, dab Perimeterkoordinaten ffir Vierteilchensysteme nicht existieren. 

DaB dieser Schlul3 auf einer falschen Voraussetzung beruht, hat R. J. WroTE 
[4] gezeigt. Er konnte ns eine Matrix B angeben, die die Bedingungen aus 
[3] erfiillt. Gleichzeitig stellte er ~ber durch Ubergang zur inversen Matrix ,4, die 
dureh 

{u} = ,4 {r} (3) 

gegeben ist, lest, dal~ die angegebene Matrix B gegen die Voraussetzung verstSBt, 
dab die {u} nieht negativ sein dfirfen. Damit war gezeigt, da~ die Bedingungen 
aus [3] nicht hinreiehend sind, um die Transformation zu bestimmen. 
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Versueh zur Konstruktion yon Perimeterkoordinaten 

W~hrend in [3, 4] die Eigensehaften der Matrix B bet rachte t  wurden, seheint 
es uns zur  LSsung des Problems zweckmiil~iger, Aussagen fiber die Matrix A zu 
maehen. 

Wenn  man  yon  der bereits in [3] erws notwendigen Voraussetzung aus- 
geht, daI~ B nur  Elemente  b~ 1 grSSer oder gleich Null enths so 1s sich leicht 
zeigen, da~ die inverse Matrix ,4 auch negative Elemente enthal ten muB. Aus 
Orthogonalit~tsgrfinden gilt nfimlieh : 

b~jaj~ = 0 ffir i # k .  (4) 
J 

Das bedeutet,  dab die Linearkombinat ionen yon r-Gr61]en, die die {u} definieren, 
aueh negative Koeffizienten enthalten. Da die {u} aber posit iv definite GrSSen 
sein sollen, mfissen sie sieh in positiv definite Gr6$en zerlegen lassen. Die einzigen 
positiv defini~en Linearkombinat ionen der {r}, die negative Koeffizienten enthal- 
ten, sind aber dureh die t2  Dreieeksungleiehungen des Tetraeders oder deren 
Linearkombinat ionen gegeben. 

Dies sei anhand  eines Beispiels veransehaulicht.  Sei etwa 

u I = a h + br 2 + cr~ + dr12 + erl~ +/r2a 

mit d < 0, so kann  man  die Zerlegung folgendermaSen vornehmen:  

U 1 : a'(rl A- r2 -- r12) A- b'(r~a + r2a - -  ?'12) -4- c'r  1 -~" d'r2 ~- e'r3 §  A- cJ'r2a 

m i t a ' ,  b' > 0. 
Falls einer der Koeffizienten c' : . .  g' kleiner als Null ist, muB sich der Rest  der 

{r} nach dem gleiehen Prinzip weiter nach Dreieeksungleiehungen zerlegen lassen, 
damit  siehergestellt ist, dab stets ~t~ 1 >_~ 0 ist. 

Dami t  haben wit den Ansa tzpunk t  zur Kons t ruk t ion  der {u} gewonnen. Wir  
definieren mit  den i2  Dreieeksungleiehungen i2  GrSf3en: 

R 1 : r  I ~ - r  2 -- rl~ R2 = r  1 -- r 2 ~- r12 

R a = r  1 §  - - r l~  /~  = r  1 - - r  a §  

R 7 = r  2 A-r3 --r2a R s = r ~  - - r  a §  

Rio = rle § r~8 -- r2~ Rll  = rl~ -- r13 + r~3 

R 3 : - - r  1 + r u  +r12  

R e = - r  1 + %  §  

R 9 = - - r ~  §  3 §  

R~2 : _ r12 § r la  § r~a (5) 

sieh folgende 6 Gleiehungen: 

R I §  4 §  

R I §  7 §  

R 4 §  7 §  

R ~ § 2 4 7  

R5 § R6 = Rio § R12 

Rs + R9 = Rll  § R12. (6) 

und suehen aus diesem Satz 6 linear unabh/ingige. 
Am einfachsten geh~ m a n  dabei so vor, dab man  je zwei R-Gr61]en, die zum 

gleiehen Dreieek gehSren, addiert.  Man erh/~lt dadureh jeweils eine r-GrSBe. Da 
wegen der i2  Dreieeksungleiehungen alle r-GrSl~en doppelt  auftreten, ergeben 
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Aus (6) k a n n  man  6 R-Gr6gen el iminieren:  

R 1 = R 5 + R7 - R10 

R 2 = - R  3 + R , o + R n  

R a = - - B  3 + R 7  + R n  

R 6 = R 3 + R e - -  Rll 
R s = R 3 + R5 - Rio 

R l ~ =  R ~ + R  5 + R  9 - R l o - R  n .  

Dot Satz der fibrigen Gr6gen 

(7) 

R3, Rs, R~, Rg, Rio, R n (8) 
ist zwar linear unabh/~ngig, aber n ieht  v611ig unabh~ngig.  Wegen (7) gel ten n~m- 

lieh 6 Ungle iehungen:  

R 5 + R ~  - - R i o > _ 0  

- -  R a + R10 + R l l  > 0 

- -  R a + R 7 + R n >_ 0 

R 3 +  .R 9 -  Rll  >_ 0 

R 3 + R 5 - Rio >_ 0 

R 8 + R  5 + R  9 - - R l o - R  n > _ 0 .  

(9) 

Die Abhgngigkei t  der Gr6gen aus (8) guBert sieh auch in  folgendem: Wiirde m a n  
mi t  (8) die seehs u-Gr6Ben definieren, u 1 = R 3, u~ = R 5 usw., so erhielte m a n  eine 
Matrix B, die negat ive Elemente  enth/~lt, was gegen die Voraussetzung verst613t : 

1 1 1 
( - - [  ~ 0 ~ 0 i ) (  - 2 2 2 0 0 1  1 --~ i )  1 0 - t  0 i ~ ~ u 0 0 

0 1 i 0 0 0 0 1 - ~ ~ o . ( ~ o )  
A =  0 - - 1 1 0 0  B =  0 0 0 0 ~ - 

* 0 0 - -  o o o I t -  
0 0 0 i - t  t ~- �89 0 ~ - ~  0 /  

Aus (9) lgBt sieh leieht festellen, dag es n n r  vier unabhgngige  R-Gr6gen gibt. Aus 

(8) k a n n  m a n  ohne Besehrgnkung der Allgemeinheit  die Gr6Ben R 7, R 9, Rio, R n 
zur Definit ion yon  vier u-Gr6Ben verwenden.  

qs 1= R 7 = r 2 @ r 3 -- r2a 
u u = _ 8  9 = - - r  2 + r a  + r~a  

u 3 = Rio = r12 + r13 -- r2a 

u 4 = Rl l  = r12 -- rla + r2a. ( l l )  

Die beiden fehlenden Gr6Ben us, % k6imen keine L inea rkombina t ionen  der {r} 
mi t  nega t iven  Koeffizienten sein, da negat ive Anteile sich auf  die {R} und  dami t  
auf  eine Abhgngigkei t  yon  u 1 . . .  u a zurfickffihren lassen. Also muB 

U 5 = a5r 1 + bar2 + c5ra + d5r12 + %rla +/srua 

u6 = a6rl + b6r2 + c~ra + dGr12 + Qha +/~r2a (t2) 

mi t  a i . . . / i  >- 0 (i = 5,6) sein. 
I n  % und  % mug  mindes tens  je ein Koeffizient von  Null  verschieden sein, 

da run te r  wegen der Wahl  yon  u l . . .  u 4 a 5 oder a t. W e n n  u 5 n n d  % verschwinden, 
m/issen alle in  % u n d  % en tha l t enen  r-Gr613en verschwinden,  insgesamt min-  
destens zwei. Wir  nehmen  an, dab u 5 u n d  % n u r  je eine r-Gr6Be entha l ten ,  da in  
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d iesem Fa l l e  die E n b a r t u n g  des Te t r aede r s  ffir u 5 = u~ = 0 a m  ge r ings t en  ist ,  
d. h. die  Zah l  der  V a r i a b l e n  (r} sieh a m  wen i gs t en  v e r m i n d e r t .  Wh- k S n n e n  zwei 
F~ille u n t e r s e h e i d e n :  

I .  u 5 u n d  u 6 b i l den  zwei n i e h t - a n l i e g e n d e  Se i ten  des Te t r aede r s  

u 5 = r 1 u s = r23. (i3) 

D a n n  folg~ aus  u 5 = u 6 = 0:  

r 1 2  ~ ? '13  = ?*2 = ?*3 

u n d  d a m i t  n a c h  (~l ) :  

U 1 = U 3 = 2r u , u 2 = u 4 ---- 0 .  

2. u 5 u n d  u 6 b f lden  zwei  an l i egende  Se i ten  des Te t r aede r s  

u5 = rl  uG = ?*2. ( i4)  

D a n n  folgt  aus  u 5 = u 6 = 0:  

?.12 = 0 ~ ? '13 = ?*23 = ?*3 

u n d  d a m i t  n a e h  ( i t ) :  

u2  : 2?*3 ~ ~t~l = U 3  : q~4 : 0 . 

Ffi r  u 6 : r3, ?.12 oder  r13 s ind  die F o l g e r u n g e n  q u a ] i t a t i v  die gleichen.  
D a m i t  i s t  bewiesen,  dag  es seehs u n a b h ~ n g i g e  Var iab le  {u}, die L i n e a r k o m b i -  

n a t i o n e n  der  A b s t a n d s g r 6 B e n  {r} s ind  u n d  de ren  W e r t e b e r e i e h  y o n  N u l l  bis U n -  
end l ieh  geht ,  n i c h t  gibt .  Das  V e r s c h w i n d e n  einer der  GrSBen {r} v e r m i n d e r t  n g m -  
lich die Zah l  der  V a r i a b l e n  u m  drei ,  weft jede  Te t raede r se i t e  zu  zwei Dre i ecken  
gehSrt .  Das  V e r s c h w i n d e n  y o n  GrSBen aus  d e m  Satz  {u} f i ih r t  n u r  d a n n  n i c h t  
u n m i t t e l b a r  a u f  das  V e r s e h w i n d e n  y o n  G r 6 g e n  aus  d e m  Satz  {r}, w e n n  aueh  in  
u 5 u n d  u 6 n e g a t i v e  An te i l e  au f t r e t en .  Das  is t  abe r  wegen  (7) bzw. (9) n i c h t  mSglich.  

Der  t iefere G r u n d  ffir die NTicht-Existenz y o n  P e r i m e t e r k o o r d i n a t e n  is t  somi t  
da r i n  zu  suchen ,  d a b  es n u r  v ier  u n a b h g n g i g e  D r e i e c k s u n g l e i e h u n g e n  gib t ,  en t -  
sp rechend  der  Zah l  der  F l g c h e n  des Te t raeders .  

Herrn Professor H. I-IA~TMAN~ danke ich ffir das Interesse an dieser Arbei~ und der 
Deutschen Forschungsgemeinschaf~ fiir finanzielle Unterstiitzung. 
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